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CAPO I. 


Si abbia 


1 =/F (»,R) t/a- 
in cui F indica una funzione razionale, R un radicale quadrato 
contenente un polinomio di i° grado. 

Osservando che si può sempre porre 


M + M'R-t- M''R“-+-M"'R’ P + QR 
N-h.\'R-ì-N 'R* “P'-a-Q'R 

(P + QR)(P'-Q'R) _ ^ 

“(P' + Q'R)(P'-Q'R)~ 


essendo M,M', N,N', P,P', Q,Q' funzioni razionali ed intere e U c V 
funzioni semplicemente razionali, si ha 

1=/U<te+ fy - r - . . 

*/ V a„x* -A- n .x’ + a,x" -t- 


11 primo termine del 2® membro, essendo la funzione U ra- 
zionale, si esprimerà in parte algebrico-logaritmica. Per il 2° 
termine poi si sa come il Lcgendre, completando l’opera di La- 
grange, lo ridusse alle tre forme tipiche o canoniche, che chiamò 
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integrali ellittici di 1" 2' e 3" specie, cioè: 

. 1/(1 -as*) 1/(1 -X*) (l-fc*®‘ ’ 

/ “■ (ix 

(1 -f- nx”) 1/(1— X”) (l^fc'x") 


che, potendosi ridurre la variabile ad essere minore dell’unità, 
ponendo x^sen?, diventano 



(i<? 

1/ 1 — /i* sen® 


9 



fc*sen‘<p)dcp , 





d9 


(1 -i-nsen*tp)l / 1 — /i* sen* 9 


Questi integrali furono indicati dal Lcgendre con le lettere 
F,E,n ; da Abel poi e da altri con le lettere 

La variabile 9 è detta amplitudine, la fe madido, la n del- 
l’integrale di 3* specie parametro. 

Osserviamo intanto che nel caso di k = o e k — ì, quegli 
integrali danno le funzioni circolari e le iperboliche, donde si 
può argomentare la generalità delle funzioni che nascono da essi. 

Oggetto della trasformazione è il paragonare tra loro integrali 
con moduli differenti, esprimere gli uni in funzione razionale 
degli altri. 

Limitando le nostre ricerche agli integrali ellittici di 1® spe- 
cie, ci occuperemo di trovare quelle funzioni razionali y di x 
e quelle poche irraziomdi che soddisfano all’equazione integrale 


f. 


dx 


=4 


dy 


1/(1 — X*) (1 - A*x*) *^K(1 — y’) (1 — X*y*) ’ 


(a=cost:) 


essendo a una costante, 0 alla differenziale 


(1) 


dx 


dy 


1/(1 _ X*) (1 — A*x*) ! /(I — 1 /*) (1 — x*y*) 
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Dico in prima clic i valori che soddisfano a questa equazio- 
ne (1) soddisfano anche all'altra 

(2) (1 - if) (1 - y‘u') = ( 1 - (1 - A-x») 

essendo p funzione razionale di x, c reciprocamente. 

Infatti sia 

^ a,x"‘ -H q.a;”*"' + a.ag”*'*.., -t- aro _M 

la funzione razionale y di x che soddisfi alla (2) e sia 
(4) P = | 

in cui A e B sono funzioni razionali di x e tali da non conte- 
nere più fattori comuni. 

Sostituendo questi valori nella (2), si ha identicamente 

(3) B*(N“ — JP) (N‘ — rM“) = A'N*(1 - x") (t — fc'»') 
ed estraendo la radice quadrata 

B l/(X' — M') (N" — = AX* V (1— (1 — A'x“) 

Il B, essendo funzione razionale, deve dividere del 2® membro 
il fattore AX* e si ha 


AX* 

B 


D 


Quindi l’equazione (3) diventa 

(N* — 51*) (X* — x*3I*) z= D* (1 — X*) (1 — fc’x*) 

ossia 

(6) (N-4-M)(X — 5I)(X 4- )M)(N— >M) = D*(1 -x*)(l — fe*x‘). 

Ora essendo X ed 51 primi tra loro, la quantità D® deve di- 

2 
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viilftrc 0 uno dei fai lori 


N + (*M (fi =r ±: 1 , ± ).) 


0 al più 


(N + f*M) (N — p>M). 

Ad ogni modo però la quantilfi 

^ (N -f- f*M) (N - eiM) - 2 (N + (xM) A (N _ p.M) = 


/„dM MdN\ 

A d£c d£c/ 


deve essere divisibile per la sola D: quindi sarà 


Dall’ equazione 


dx dx 




N ^ — M ^ 

(8) ay = -^^-^dx = ^^dx 

Dividendo la (8) per la (2) membro per membro dopo avervi 
estratto la radice ponendo per p il suo valore si ha 

dy n ^ 

^ 0 — ?/*) (1 - ^*?/*) ’ N * A 1/ (1 __ 35 ») (1 _ 

ed essendo per il valore di D 


si ha la 


A ' N" ~ ’ 


(<,) ^ 

I (I _ ,/■) (I _ l/(j (1 _ 
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Basta ora dimostrare che q è mia costante. 

Per ciò distinguo i tre casi in cui è m. > n, m < n, m =: n 
essendo in ed n il grado rispettivo dei polinomi 51 ed 

1“ m > 71. La (6) è una identità: quindi ehianiando con r 
il grado di D e con s quello di q, sarà 

4m = 2 -H 2 4- 2r = 4 + 2r 

donde 

r = 2ni — 2. 

La q è delinita da 


quindi 


Mil MdN 
<(x flx 


s = m 4-71—1 — V = m 4- 71 — 1 — 2/71 4 - 2 


S = 71 — 771 4 - 1 . 

Dovendo q essere l'unzione razionale ed intera, il suo grado 
s bisogna che fosse intero e positivo: e però 

8 = 71 — m4-l>o 

ossia 


71 4 - 1 > m. 


.Ma por ipotesi era n < in, quindi 


n 4 - 2 = 771 , 8 = 0 
donde q = costante. 


2" 77t < 71. Dalla (6) si ha 

4n = 4 4 - 2r , ?• = 2?i — 2 

c per la (7) 

8 = 7» 4 - 771 — 1 — r = n-\- m — 1 — 2/i -4 2 

8 = 771 — 714 - 1 . 

Ora sarà 

8 < 0, 
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(|UÌll(iÌ 

IH — Il -f- 1 ^ 0 j IH 1 Il ■ 
c siccome per ipotesi è m < n, cosi sarà 

m -H 1 =: n, 

quindi 

8 = 0 , 7 = costante. 


3" /ji = ?i. Per questo distinguo i due casi, in cui M ed A 
hanno oppure no i primi coellìcienti uguali. .Non avendo coelli- 
cienti uguali, il 1” membro della (G) non soffre abbassamento 
di grado : ma non è cosi del 2" membro come facilmente si ve- 
de eseguendo la differenziazione, moltiplicazione e sottrazione 
Ndll M(iN . . . ,, 

ax Ux 

che sono quelli del più alto esponente. La q dunque diminuisce 
di un grado e si ha 

4m = 4-f-2r , r = 2m — 2 
e 


s = m-hm— 1 — 1— r = 2m — 2 — ?• = 2ni — 2 — 2»i + 2 
8 = 0 , 7 = costante. 


Se poi i primi coefficienti sono uguali, il 1" membro della (6) 
si abbassa di grado e di altrettanto anche la q. Sia l’abbas- 
samento =/i; sarà 


quindi 


4m — h 4 + 2r , r = 2 /ti — 2 — 
s = m -h n — ì — Il — r = ì — ^ 

w 


8 = 1 



Perchè risulta intero e positivo s come lo è li deve essere 
s = o , 7 = costante. 
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Non si può supporre che la quantità x renda i primi coeffi- 
cienti di N eguali a quelli di M e che per ciò il solo primo 
membro si abbassi di grado, perchè x è frazionario ed ao,6„, 6,... 
sono supposti intieri. 

In tutti i casi si ha dunque q = costante c per ciò la l'un- 
zione y che soddisfa le (2) soddisfa anche la (1). 

La reciproca è anche vera. 

Infatti se la 1 / e funzione razionale di x, sarà tale anche la 

sua derivata. Quindi ~ = p,. 

ax 

Ma per la (1) 

dy_ a 1/(1 — y') (1 — x»iy*) 

~ V{ì—x^) (1 — /c'x") 

donde 

aV{\ -i/“)(I-xV) _^ 

K(l-aj*) {\ — k‘x*) 

che quadrando c riducendo dà 

(1 _ y*) (1 _ x*%f) = p*(l _ cc“) (I — r»*). 

Determinata cosi la funzione che soddisfl all’equazione 

(1 — ?/*) (1 — x*y‘) = p\i — oc*) (1 — fc'X'*), 

avremo con questo risoluto il nostro problema. 

Prima di tutto vediamo se è possibile risolverlo. 

Sostituendo il valore a coefficienti arbitrarii 

-f- a,x’"~‘ ■+■... M 

nel 1® membro della (2), si ha 

>y ) = (l _ *1) ( l - 1* ?.;) = 
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Supponendo m>?j, il grado del numeratore del 2" membro 
sarà = 4m, conterrà quindi 4ni radici. Se di queste 4m radici 
si voglia che 4m — 4 siano uguali due a due, bisogna porre 
(a che le radici soddisfino anche la funzione derivata) 


4wi — 4 


2 


= 2m — 


2 


condizioni. 

Ora i coellìcienti indeterminati della (3) (polendosi uno ri- 
durre sempre all’ unità, col dividere per esso tutti gli altri) sono 
in numero di 


m -hn + l. 


Quindi se n = in, i coefficienti sono in numero di 2m -4- 1 , 
dei quali 2m — 2 si potranno determinare in modo che im — 4 
radici siano uguali due a due, che si abbia cioè 


(1— y')('l ->’y*)=l(a3-i*)'(cB— • .{x—o.){x—p)(,x -y)(a)— s) 
(a) (1— y*)(l— >'y)=|i(a5— »)(a3— i5) (x~y)(ac— s) 


c gli altri 3 in modo che questa equazione acquisti la forma 
canonica. 

Dunque è possibile determinare i coefficienti di una funzione 
razionale fratta, avente il numeratore c denominatore di grado 
uguale, la quale soddisfi all’equazione integrale suddetta. 

In casi particolarissimi è anche possibile la trasformazione 
mediante una funzione irrazionale. 

Soddisfa così all’equazione integrale 

f dy f dx 

J|/(l _ y») (1 — xy) ■“ “ — X’) (1 - fc*®‘) 


anche la relazione 
^ 2 ) 


if=z 


Ug -I- g,x 
òp -1- b,x 
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Infatti dalla (2) si lia diflerenziando 


tydy = 1^0 + — (ff« + a^x)h, 

(K H- à,xy 
(M. — a.&,)da; 

2 (6„ -+- 6,0?)* / ttp + a^x 

^ K -h b,x 

Sostituendo questo valore di dy e gli altri per 1— y* 1 x'y* 

si ha ’ » » > 


dy 


r . 

«^1/(1 _,/)(! _xy) 2 


_{b„a, — a^b,) 


t 


d03 

g / flo~t“ffl,03 1 

r b„-{-b,x 1 

/6„-i-6.a3— (a.4-a.oc) 

. /6„+6,05— x“(tt„-(-a.03) 

^ b„-hb,x 1 

^ bo~hb,x 




da? 


^(bo-^b,x) [(6o— a<,)-(a,-6,)®J [a„-ha.a3j [6„— xy— (x“a.— 6, 


)xj 


= "ir 


dcc 


1/(03 — a) (oc — ji) (03 — y) (OC — ») 

I coefficienti si determineranno in modo da far acquistare alla 
suddetta la forma canonica. 

Se la funzione fosse 


si avrebbe 


0, -H 6, oc* 
b„ -h 6 . 03 “ 


fi 


dy 


p===^ = (Ka.-aA)X 

xdx 


' ('>.-t- 6 .x“)(o„+fl. 03 *) [ 6 „^ 6 .cc“— (a„+a, 03 “)]T 6 ;+ 6 .oc“-x“(a.,+a.; 


03“)] 
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la quale per ridursi alla forma suddetta, abbisogna che uno dei 
cocfllcienti ovvero fosse nullo e gli altri determinati in 
modo che dei tre fattori uno fosse uguale ad 1, l’altro =1 — 
e il terzo =1 — /i®®*. Nessun’aura irrazionalità è possibile. 


CAPO II. 


Considerando il limite come funzione dell’ integrale, si sa che 
dato 

''** ri® 


"=/■ 


1/^(1 — ®*) (1 — /c®®“) 


x = sn{u,k) , \/l — x'‘ = cn{u,k) , 1^1 — A“®’ = ri?i(»/,7.) 

in cui sn,cn,dn rappresentano le tre trascendenti, dette dal Ja- 
cobi, Ingonometriche-amplitudini o ellittiche, le quali godono 
le proprietà delle funzioni razionali fratte, potendosi considerare 
come frazioni di cui tanto il numeratore quanto il denominatore 
sono funzioni razionali di grado infinito che si sviluppano in 
serie rapidissimamente convergenti o in prodotti infiniti. 

La principale proprietà di queste funzioni ellittiche è la doppia 
periodicità, esse hanno cioè due periodi uno reale e l’altro im- 
maginario, partecipando cosi ad un tempo delle proprietà delle 
funzioni circolari e delle esponenziali. 

I periodi sono rispettivamente per s?i,cn,dn i seguenti; 4K 
e 2iR' , 4R e 4tR' , 2R e 4xR' essendo R e R' definiti dall’equa- 
zione 

r ^ f, d® 

"'a 1^(1 -®*) (1 — r®®) ’ X') (I - A’®*) 

dove tra A e A' esiste la relazione 

A* -f- A'® = \ 
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ovvero da 




' ^ 

K 1 - 


seii «p 




d(? 


1^ cos*9 + A-'sen“9 


I 4 prodotti infiniti o serie per i quali sono espresse le fun- 
zioni ellittiche sono detti funzioni 0 o Jacobiane e si indicano 
con 0,„ , 0„o , 00 ,. , Oo,„ ovvero con te lettere maiuscole corri- 
spettive, essendovi tra le ime c le altre semplici rapporti. 

La funzione sn ^ data da 


dove 


sn(u ^ I / ^ WiM Of 3'',) 


/ 2» + 1 \ 

t 21(— 1)V ^ ^sen(2 




(2h -1- 1 ) - 


2K 


I -t- 2 I ( — 1 cos 

« 2K 


i=z\^ — 1 , (Jfrrc 


_,K' 

R R* 


XL 

Come si vede, queste serie dipendono da ^ che chiamasi 

iR' 

argomeìito e dal rapporto — dei moduli che per brevità in- 
dicheremo con V ed u: varranno cioè reguaglianze 


n 

V ~ — , I 

2R ’ 


ÌR' 
\ ■ 


Poniamo ora 


(2) 


<tx 




du 


1/(1 — .-K’) (1 - /.-“m®) l/(l - y®)‘(l — ‘///'O 


= du 
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Integrando definitamente e supponendo per generalità che al 
limite inferiore cc = 0, corrisponde J/ = C, si ha 


f - . - =ar- 

— .x*) (I — /f*x“) h 


(}y 


^(i — y*) (1 — >-Y) 

e quindi 

(2) x-^m{u,k). 

Essendo poi 

t/ r A7/ J? Aw J 0 A?/ ti Aw J Al/ ’ 


sara 


e ponendo 
sarà 
e quindi 

( 3 ) 


’J , a'^J^^y 

f:%- 

2 / r= sn 0 -t- N,x^ . 


Dunque perchè la equazione (1) sia soddisfatta da una funzione 
y razionale in x, sarà, sostituendo, 


(4) 



f[sn(u,k)] 

F[sn(u,fc)] 


in cui f ed ¥ denotano funzioni razionali ed intere. 

Ora indicando i periodi della funzione sn(u,k) con 4R e 2iR' 

e con 4A e 2iA' i corrispettivi di sn , perchè in 
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quell'equazione come non varia il 2° membro quando la varia- 
bile u si aumenta dei periodi, cosi neppure varii il 1° membro, 
bisogna che questo aumento corrisponda ad un multiplo dei suoi 
periodi: ossia che si abbia 


U-I-4K „ n 

1- ^ = — h IN *4A -f- (32 iA' 

a a 

U-+-2ÌR' -, M „ ,, 

h N = - H- N 4- y4A 52iA' 

a a 


c semplificando 


— = «4A -4- t’2iA' 
a 

2iK’ 

= y4A ■+■ s2iA 

a 


dove »,P,y,? denotano numeri interi. 
Sarà quindi 


(1) 


2K -, 

— — 2*A — |— SÌA 
a 

— = 2yA 5tA'. 
a 


E ponendo 


K ' 


tA 
’ A 


queste equazioni diventano 

- 2y ■+■ Sr' r' 2y — Jir 


(«) 


2~2»-!-i3r' ’ 2 (5r— 2s 

Paragonando gli argomenti 


e v'= - : 2A - 
2K a 


si ha 


K l^i A' 2* ,3r' 


D 

V a 
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donde 


V' 


(2i 

2 


E siccome dalla (6) si ha moUiplicaiido per ,3 


donde 


c 


ponendo 

(V 


(2^p + pV) 

2 


r — 2/(5 -f— — 2*! -+■ 2*5 j 



*5 — 5y =r m 


sarà 

( 8 ) 


mv 

|Ì25 - |3r)’ 


L’eqnazioni (6) e (8) rappresentano le relazioni che devono 
esistere tra i moduli c gli argomenti della fiinzionc primitiva 
c della trasrormata, perchè sia soddisfatta la (l) e quindi la fi). 

Prima di andare oltre, dimostro che il numero ni dclinito dalla 
(1) è intero c positivo. Che sia intero è chiaro, tati essendo 
i numeri resta a provare che 6 positivo. Perchè sia con- 

vergente il prodotto infinito, per cui le funzioni 0 si esprimano, 
cioè 



1 + r/*"+‘ 




e 



è necessario che sia convergente indipendentemente dallordinc 
dei termini la serie 




2:7“"-' e K 
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essendo 


. rK' 

g= e R ’ 


lo clic avviene quando, ponendo 
ili' 

— = r = a + 6i, 

b è positiva. 

Dunque perchè sia convergente la trascendente 0 della pri- 
mitiva funzione, è necessario che sia positivo il coclllcicatc dcl- 

riinmaginario di ovvero la parte reale di 

R z 

Altrettanto deve essere per la trasformata, deve cioè essere 

r' 

positiva la parte reale di 

% 

Ora si ha, ponendo t — a + bi 


r' jcr — 2y 2y — ir 

2~ (5r — 3s 

4'/ , rt -+- 6i 

2* 

r' _ 1 _ l [— hi -+- t<ixi — 26*] [a.3 — 2« — òfi/] 

7 “ ^ (a -(- 6i}— 2 — 20 4- b£H\ [(a3 — 25 )“ji,^f 

r' ]■ — (h — 2u*)i — 26a] [a, 5 — 2s — 6^i] 

1 ~ (a,3 — 2«)“-t- 6"|5* 


la cui parte reale è, ponendo 

q = (*;3 — tìf + 

— (4> — 2«») 6(2 — 26«(aj5 — 2s) — 46py -f- 4«6 46m 

n ~ fi ~ n 

(Jucsta quantità deve essere positiva per la convergenza sud- 
detta; ma lo è 6 per la serio della primitiva. Io è g perchè 
somma di due quadrati, dunque deve esserlo ancora m. 
Vediamo ora quali c quanti sono i valori che può assumere 
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la N definita dall’equazione 

N= — ■ 

Dalla (S) ricavasi (tenendo conto della 1) 


2aA = 


2sR — kSìK' »iK'-2rK 

= , ai\ = 

m m 


Si sa poi che 


su(2R — u) = snu 


quindi neU’cquazione 


V« / F[sn(tt,fc)] 


non variando il 2“ membro, quando ci pone 2R — u in luogo di 
u, non varierà neppure il 1® e si avrà 


-'•-a ' ’ ‘) 

Ha il 1“ membro, ossia il termine sn non varia 

si pone per ^ -4- N , 2A — aumentato pure di mul- 


tipli di periodi 4A e 2iA': sarà quindi 

~ + 2N = 2A -4- p4A - 4 - q2iA' = (2p - 4 - 1) 2A + 2qfA' 


0 per la (5) 

2«A ?i\' + 2N = (2p -H 1) 2A -4- 2f/iA' 

da cui 

(10) N = (2i)-4-l-*)A-4-(2q-,^)y 

la quale darà valori differenti sino a che variando comunque 
»,/3 ,jj, 7 non si abbia 


( 2/) - 4 - 1 — * S 0 ) 
(, 2q — ,9 =0 ) 


(mod. 4). 
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Ciò posto, riprendiamo la (4), che essendo 
X = sn(w,fc) 

può essere messa sotto la forma 

F(a3) sn 0 ^ — /l®) = 0 

e cerchiamo quali e quanti sono i valori di x che l’annullino 
0 che vi soddisfino. 

Essendo 

sn(u,k) — sn{u -t- (*4R (*'2iK',fc) = sn(2R — u,k) 

il 1" membro dell’equazione 



non varierà se si pone per ^ 


16 

— H (a 4A “i" |A^2tA’ 
a 


ovvero se si pone per n 

u + (*o4A 4- f*'a2iA' 

che per la (9) diventa 

2sR — ^ìR' „ , »iR' — 2yR 
h 2(*' . 


n 4- 2(* , 


m 


m 


= „ + . 4K + (j^) -2®'. 

Non varierà neppure se si pone per - 4- N 

a 

2A — (^ 4- n) 4- (*.4A -h |a'.2i.V 
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ovvero se si pone per u 


2aA -H (*,4aA + i/,2aiA' — 2Na — u 

\ m / VI 

— (2p + 'I — «)2flA — {2q — |3)atA' — u 

v'a — y.3 „ 

- . 2/K'. 


_ / v5 — v'y\ 

= 2K — u+( — ^ ) -4-K 


7» 


La (4) è dunque soddisfatta per i valori di a: della forma 


X = sn ^ 


5(* — (Ay 

H . 4K -f- . 2th'. 

711 VI 


Quanti sono essi? 
Ponendo 

ed essendo 

e quindi 


Sara 


5(x — 7(A'=f(modm), 

as — i3y = ?i 

«« = fyy (mod7i) 

A? 

= — (mod7i) 

7 * 


<*[i' — (5(* = «(*' (* 

7 

9> 

«|a' _ p(i = - ((i'y _ Hi) 

7 

«|i' — = t 

7 


ovvero 


api' — ppt = 7’ . f . 

Sostituendo, si ha che i valori i quali soddisfano alla (4) sono 


GC 


= 871 ^ 


t 


u 4- - (4K -f- r2iR' 
m 
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l potendo avere lutti 1 valori 0, 1,2, 3,.. .ni — 1, che sono in iiti- 
inero m. La funzione 



lia così m radici in x: sarà quindi della forma 
o,ac”‘ + q.g c ’'‘~' + ... h- </■„, 

fio»)'* H- ... -I- 

Il numero m definito dall’ equazione 
m = as — 

intero e positivo, rappresentante ancora il piu allo esponente 
(li X, dicesi ordine di trasformazione. 

Quest’ordine può dunque dedursi o dal più alto grado in x 
M 

dcirespressione i/ = ^ , ovvero dalla differenza dei prodotti delle 

quantità »,|3,y,5 che entrano nella relazione Ira i periodi delle 
funzioni primitive e delle trasformate. 

CAPO 111. 


Teorema 1.“ La trasformazione di ordine p, . p« . p,... equi- 
vale alle successive di ordine p,,Pg,... dei singoli fattori. 

Infatti esprimiamo i periodi <e,w' in funzione di altri in 
modo che il determinante dei coefficienti o l’ordine di trasfor- 
mazione sia p,: e poi in funzione di i’g,'»'*' coll’ordine di 
trasformazione =p„ avremo 

{ k ' = Òg't', + Ò,®,' { ®/ = ■+■ P,®,' 

— aX = P, — «.fio = Po- 


Sostituendo nella (1) per i valori dati dalle (2), avremo 


® = (o„3>o -f- -H (flo*. + a.;3.)®o' 

= ('»o»o -f- Ù.r’.) '''o' 

4 
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il cui determinante dei coefficienti, o ordine di trasformazione è 

(ao«o H- a.^o) -+- bA) — (“o*. H- «,3,) (f>o»o fc.Po) 

=o„6,(»of‘.— p„) (Oob, --«,&.)=?>, -P» • 

Ragionando nel medesimo modo, facendo prima una trasfor- 
mazione di ordine (p,.p,) e poi su questa un’altra di ordine 
otterremo Io stesso che se avessimo fatto immediatamente una 
trasformazione di ordine p, . Pa . Pj. Si vede chiaramente che il 
teorema è vero, qualunque sia il numero dei fattori. 

ConoLLAnio 1 L’na trasformazione di ordine pari corrisponde 
ad un numero successivo di trasformazione di 2" ordine con o 
senza di altre di ordine dispari. 

TEoaEMA 2.® Una trasformazione di ordine n corrisponde a 
due, delle quali una di primo ordine e l’altra del medesimo or- 
dine n più semplice della forma 

V = tv, , v' = Jv, -4- f/v/ 

essendo 

l.l' =:n 

e 5 uno dei numeri 

0,1 , 2,... t' - 1. 

Infatti sia il sistema proposto 

/o\ » ■" — 

e sia 

( 4 ) =: 7 » 

in cui suppongo aver tolto i fattori comuni a tutti i termini 
Se t è il massimo comun divisore di n„ e o,, si avrà 

(o) a„ — 3.^l , = 

e dovendo per la (4) questo l dividere anche ??, sarà 

n = i'.l 
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c perù essa diviene 

(G) — «,òo = t'. 

Siccome ed », non hanno più fattori comuni , sono cioè 
primi tra loro, si potranno sempre trovare due luimcri c c d 
interi che soddisflno all’equazione 

(1) »„d — »,c = 1 . 

Dalla (0) si hanno le congruenze 

(G) »où, ~ l'(mod»,) , »,b„ = — t'(raod»„) 

e dalia (1) 

\d = 1 (mod»,) , a,c = - 1 (mod »„) 
ovvero moltiplicando per I' 

(*J) »„dt' s<'(raod»,) , »,ct'::s — t'(mod»„). 

E dividendo le (8) per le (!)) si hanno le altre 

= ] (mod »,) , = 1 ('nod «,) 

ovvero 

ù, di' -f- /i», , cl' + /i’»o 

nelle quali ò k=:k'. Infatti sostituendo questi valori di b, e f>„ 
nella (6), si ha 

»„d(' + /i»„», — »,ct' — »,/i'»„ = /' 
l'(j„d — »,c) »„»,(/i — /.•') = l' 

c per la (1) 

l' -f- »o», {k — k') — l' 

equazione che per essere soddisfatta richiede 

li = li' 
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dunque 

(10) l>i — di' -t- /i*, j i'o et’ — H /iJ‘o. 

Dividendo /i pce I' si ha 


(M) 

e ponendo 
(12) 
si ha 


li — ()l' “H ^ 


= e H- Ojc» , ;S. = (i -4- 0 ^^ 


(13) = 1 

(M i 1^0 = SX ! h, = i5it' -1-?*. 

Oucstc forinole mostrano elio le iluc trasformazioni successive 


(l.'i) 


1 >' I,. I =^o''a 

» -o' = ' v/ = q- ,3,.V 


1.1'=: n 


— *11^0 = 1 


equivalgono runica proposta (3). Infatti sostituendo si lia 

V “ <-o. = 4- /jc,v,' + «a -'a' 

v' = i (jc„v^ -t- *,«/) + t'([j,.v, -+- |5.-Oa') 

«' = (5*0 + t'(i„) «a -t- (§», 4- t'i^,) V,' 

=Z 6„®a -i- h."a’ : 


duiKiuc 

01) 


, V = 4- «.«a 

' v' = b,K^' c.s.v.d. 


Tloiìkma 3." Ueciprocamente dato il sistema (3), facendo su 
esso la Irasformazioiie per ''a,<v'a' risultante dalla (16) si ottiene 

to' 

la (13) con i coellicioiiti j j. j • 
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Infatti dalla (16) si ha 

— ,V. -t- 

il cui determinante dei coeflìcienti o ordine di trasformazione c 

— *.Po = 1 • 

Sostituendo «luesti valori di nella (3), si ha 



U) = ao(-3,v, 

— ■*r'’i') «i( — Po'". + ■*o'".') 


<o' = ò,(i3.u,, 

— + b,(— 4 - *„w/) 

donde 



(11) 

1 = («o'5, 

-- «.Po ) («.^0 -- *.«o)“.' 


— h,p„) V, 4- (h,»„ — h„*.) 


Ora essendo 

V’. — -*.^^0= 1, 

sarà 

■*oh’'. = 1 

la quale per le 

«0 — ^0^. «i 

diviene 


(«1 

«oP. - «.3o = <• 

Si ha poi 


«.*0 

— ^.U„ = ».t*„ - 

donde 


('/») 

«.^0 — *,U» = d. 


l*cr le (II) c (6) si hanno ancora reguaglianzc 

. - ,5„(' = b„ — - xj,„) 


« — — ”ir-i _ 

* *o|3, — ».<3o 

«o*^, — ».''o 
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ossia 

5*0 =: — Po*,6. -I- 

5*0 = boi\% ~ *.Po) — i*o*o^>i -f- |So*.^o 

(c) i = b^,-b,% 

0 Qnaliiicntc per la (G) 

(d) t' = »,6. — *.6„. 

E sostituendo nella (17) i valori indicati nella («) , (6) , (e) 
e (d) si ha 

= -i- f'x'/ 


ossia la (la) c.s.v.d. 

TnoiiEM.v 4.“ Dato un sistema di traslormazione 






e r altro 


l 0 
5 t' 


= 1.1'— II, esiste un solo sistema lineare i 


Po P. 


che col primo riproduce il secondo. 
Infatti perchè i due sistemi 


I tiJ nz: *4“ (1 4) ’ 




• a.6„ = Ji 


ri|)roducano l'altro 
ih) 


( 4.' ix’g, 

>. = Jv, + tV; 


ui> -zr jt uJ -4- 04 

1 0 a I * 

‘o?. — ^ 


W •» 


e necessario che i termini che affettino x’sjVa' quando si sosti- 
tuiscono i valori della (f) nella (e) siano rispettivamente uguali 
a quelli della (h): cioè che siano soddisfatte l’equazioni 


+ a, Po = l , a„a, -+- a.p. = 0 
^0*0 + = 5 J bo*i •+■ = l’ 

essendo al solito t il massimo comune divisore di a„,a, cioè 

(i„ =: luò , n, = ta,' , n = LI’. 
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La prima equazione di condizione diventa 


ossia 

(m) -t- ft.Vo = 1 . 

Essendo primi tra loro, si potrà trovare un numero 

infinito di soluzioni intere per e 0o clic soddisfino alla (m): 
e se un sistema di valori è tutti gli altri, sappiamo, sono 
delta forma 


■ Po -- 

Sostituendo questi valori in quello di =, si ottiene 
« = '>..»« + l>,?o = K»o -t- l>,p'o -t- \ («oli. — aX) 

e siccome | è compreso tra o ed t' — 1, la 6 non può acqui- 
stare più di un valore : quindi un solo valore avranno e (5„. 

Dalle due rimanenti equazioni delle (l) si ricava anche un solo 
valore per », e i3, cioè 


‘ f ’ “ i ' 


c.s.v.d. 


A riprodurre il sistema 


t 0 
5 l' 


potrà variare in differenti 


modi r altro 


, ma dipendentemente da questi avrà va- 


bo b. 

lore determinato ciascun termine del determinante 


°’o *. 

Po P. 


Tutti i sistemi che con un altro lineare riproducono quello 
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l 0 

% t' 


in cui hanno sempre gli stessi valori si elicono ap- 


partenere alla mcilesima classe. Quelli invece che ne riproducono 
uno in cui hiuino valori diflercnti (sempre perù da essere 
t.l' = n) si dicono appartenere a classi diirerenti. 

Sicché il numero delle classi sarà rappresentalo dal numero 
che indica quanti sono tutti i possibili valori che può .nreiuisfare 
il determinante 


l 0 

§ r 


in modo però che sia 
1“ Se 


M' = H. 
t* 

n = p 


essendo /j un numero primo, i valori differenti dei fattori l.l' 
saranno 


1 , p^-' , p‘ . ... p^ . I 

e corrispondentemente quei di ^ sarìinno 

0,l,2...p'"— 1 , 0,1, 2... pi*-'- 1 , 0,1,2,3...pi*-’-1. ... 0 

dovendo essere compresi tra 0 e i' — 1 . 

E però il numero delle classi sarà 


N=p(*4-p'*-*-+- pi*" -+-... + 1 = 


pl*-^' H- 1 , 
7 ) — 1 


2” Se 


?i = . q? . . s*... 


siccome abbiamo visto che la trasformazione di un prodotto è 
uguale alle trasformazioni successive dei fattori, sarà 

^ ~p—\ ' q — ì ■ r — 1 
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r Se 

n = p . q . r... 

(essendo questi numeri primi) sarà 

^ p® — 1 q* — 1 r* — 1 

p-)-l ’ q + \ ' r + 1'” 

N = (p-M)(q-h'n0’-^1)... 

4“ Se 

n = p , N = 2J + "* • 

Quindi nei caso che n = 2 sarà N = 3 ossia per la trasfor- 
mazione di 2“ ordine si devono considerare tre sistemi di nu- 
meri e sono 


1 

0 

1 0 


2 0 

0 

2 

’ 1 2 

1 ) 

0 1 


Se il numero n indicante l’ordine di trasformazione contenga 
dei fattori quadratici, sia cioè della forma ?i = p® . r, tra i si- 
stemi di trasformazione vi sarà anche 

p 0 

0 pr 

il quale potrà essere sostituito dai due 


1 0 


p 0 

0 r 


0 p 


Supponiamo che la trasformazione r® abbia dato il rapporto 
dei moduli r' e l’argomento v': chiamando con r, e v, i corri- 
spondenti della trasformazione p*, le relazioni generali trovate 

_ 6o + 

diverranno, essendo nel nostro caso 

ao = p , a, = 0 , 6o = o , 6, = p, 
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l(» seguenti 

p-' , P'V 

f, = ^ = r' , v, = f—=jn' 

V P 

ossia 

T, = t' , V, = pr'. 

Le quali dicono che la trasformazione di ordine p“ da farsi 
su quella di ordine r ha lo stesso modulo e Vnrgomento mul- 
tiplo. 

CAPO IV. 

TRASFORMAZIONE DI 1" E 2® ORDINE. 


Appendice alla Monografia del Chiarissimo Prof. Betti stille 
Funzioni ellilliche. 

Nel caso in cui 

(1) a« — l3y = ni=1 

le funzioni f c F dell’espressione 

y = sn(^ = N,x^=^ ’ 

non potendo superare il f® grado saranno della forma 


?y = 


Oo -t- a, OC 

6o -t- 6,x; 




, 1 -l-Bcc 
'i+te- 


Perchè sia soddisfatta la (1), è necessario che i prodotti dei 
quali si compone siano uno pari, l’altro dispari. Perchè 
un prodotto sia pari, è necessario e sufficiente che tale fosse 
uno 0 l’altro o entrambi dei fattori: perchè poi esso sia dispari, 
bisogna che tali siano tutti i fattori. 


Digitized by Google 



31 


Siccome un numero pari è = 0 (raod2) e un numero dispari 
è = 1 (mod2), non possono presentarsi per la (1) che i 6 casi 
seguenti 


i. 

“i Ti 

0 

0 

2“ 

1 

1 

1 

0 

3“ 

0 

1 

1 

1 

4« 

1 

l 

0 

1 

S" 

1 

0 

1 

1 

6“ 

0 

0 

1 

1 


(mod 2) 


dei quali il r e 2“ contengono [5 pari, gli altri la contengono 
dispari. 

I risultati a cui perviene il Prof. Betti sono 


N — o 
N = A 

,ì = o(mod 4) , X = 4 


: 1 (mod 2) 


Vi +1^/7/ 
\\-yu 


N = A + _ 


p = o(mod2) , x = ^^ ( N = ‘- 


N = o 
l\ = A 
V 
2 

V i A' 

N = ,V+- 

1 

a=z 

i(ì+\/ky 

2 


Il X 
i/=z — X 

1 


U = 


kx 


y z=z kx 
y — — kx 
\ 

^■' = x 

1 


\+Vk \±x^k 


, u: 


y=±- 


\+V'k ' ìz^xl^k 
1 - 1//7 ì±xl/k 


1-1//À ■ Iqrccl/fc 
e due altre correlative in cui invece di Vk si trova i^k. 
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Dal 2" sistema di forraolc per f- pari ricavo 


(A) 


sn 


cn 

dn 


H) 

H) 


fcsn(u,/c) 

dn{u,k) 

cn{u,k) 


le quali servono per passare da funzioni ellittiche con modulo 
reale e maggiore di 1 al corrispondente < \ . 

Dalle formolc trovate dal Prof. Betti a pag. 18, 19 per la 
trasformazione lineare delle funzioni Jacohianc, possono dedursi 
per le funzioni ellittiche relazioni molto importanti ed utili, le 
quali mostrano la forma speciale di quella funzione y irrazio- 
nale in X, di cui parlammo. 

Nel caso che 


« = 0,5 = 1 ,7 = 1 ,p = l (tnod 2) 


sì ha 


c 


(B) 


ih,) 





sn 1 


cn 1 

[«.,!) 

dn\ 

(av,l) 

ik'x 


ir- 


vi — X* 


ik'sn{u,k) 

cn(u,/c) 

dn(u,k) 
cn (w,/i) 

1 

'cn (w,/f) 

_ - k'^x^ 
1 — 03* 
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Per 


((') 


(r..) 


» = 1 ,« = o,y = l ,(5=1 (mod 2) 

fc'» . ik' 1 
fc ’ “~i/t 

i fc'\ ik sn (u,k) 

dn(u,k) 

1 


sn 1 


( cn( 

[au, f'j 

1 dn 

f) 


ikx 


'dn{u,k) 


y = 


'dn{u,k) 


Per 


x^ l ,5=1 ,y = l ,(3 = 0 (mod 2) 
1 , ik 

«=P’^ = F 


(D) 


(rf.) 


[ S') 1 


( on 1 


I dn 

('■'“■ f) 




/.-'a: 

|/1 _ /f*5c» 


dn{u,k) 

_cn (?{,A) 
"dn («,A) 

1 

'dn{u,k) 
fc'^cc” 


V = 


i - fc*»* 
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Per 


(K) 


(c.) 


*z=o , i — o , y = l ,(3 = 1 (raod2) 

1 

a=.~ = — i , \=zk' 


' sn(iu,k'] = 
cn(iu,k’) = 


isn{u,k) 

cn{u,k) 

1 

cn(n,k) 


dn{iu,k') = ^J^ 
^ ’ cn(u,k) 


U = 


IX 


1 — X* 


— x“ 

1 — X* 


Tutte queste forinole si prestano per passare da funzioni el- 
littiche con modulo ed argomento immaginario alle altre con 
modulo ed argomento reale. 

Avvalendomi di queste ultime (E) e delle altre note relative 
alla somma degli argomenti con metà e quarto dei periodi c 
con lo stesso modulo, ottengo un’altra terna di equazioni uti- 
lissime in Meccanica (V. Jlassotti — Del movimento di rotazione 
d’un sistema — pag. 336). 

Infatti dalle prime due delle (E) si ha 


sn{u,k') = — isn(iu,k)cn{u,k') 


.8n(iu,k) 
cn {iu,k) 


0 ponendo 


il — K’ -f- z 


cn(iK' ■+■ iz,k) 


31a sappiamo che 


sn{z -I- iK.'fkì) 


1 

ksii{z,k) 


cn(z iK',A-) = 


dn(z,k) 
iksn (z,k) 
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quindi 


,, —i ik$n(iz,k) 1 

S)l(K ■+■ z,k ) — — — , — — y. — — — — — — T\ 

ksn{iz,k) dn(ìz,k) dn{n,k) 


ed essendo 

sarà 
(/■) 

Analogamente 


(Ì7i(z + K,A") — 


k' 

dn{z,k)’ 


sn(K' -h z,k')=zpdn{K ■+■ iz,k). 

K 


, 17 , 1 iksn[iz,k) 

C?l(R' z,k') = r :- 

cn{iK-hìZ,k) dn{iz,k) 


c siccome e 


sarà 


cn{z + K,A) — — 


k'sn{z,k) 
dn{z,k) ’ 


if.) 


cn(K' + z,k') = - P, cn(K + iz,k). 

fi 


Finalmente con semplici sostituzioni si ottiene 

(f,) dn(R' -t- z,k') = Asn(R + iz,k). 

Per la trasformazione di 2“ ordine il Prof. Betti considera 
solamente i due sistemi 


1 0 


2 0 

0 2 


0 1 


e dalle formule ottenute per la corrispettiva trasformazione dello 
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funzioni Jacobiane, ricava le due terne di equazioni 



f 

sn 1 

V, , 21//C1 

1 

(1 + k)sn{z,k) 

1 4- k8n*{z,k) 

1 

|A') ( 

^ cn 1 


_cn(z,k) dn(z,k) 
1 4- ksn' (z,k) 

I 

(In 1 


1 — /isn* (z,k) 

1 4- A-sn‘(2,/i) 


donde 


(B') 


sn 

cn 

(In 


[(1 + /c')z 
[(1 -t- k')z 
[(H-fc')z 



(1 4- k)x 

.7 — 

1 -f- /iCU* 

i-k' 

] _(1 k")sn(z,k)cn(z,k) 

’ 1 4- fc'. 

J (in{z,k) 

1 - k' 

1 1 — (1 4- fc*)sn® (zji) 

’ 1 4- k'. 

J dn(z,k) 

ì—k'- 

Il -(1 - k')sn*(z,k) 

’ 1 4- k'. 

1 , dn{z,k) 


y (1 -\-k')xV\ — cc* 

V 1 - k‘x* 

Con un metodo affatto analogo si possono trovare le formole 

I 1 0 

dovute all’altro sistema di numeri 


ì 2 


, ossia quando si ha 


w = fl , to' fi + 2fì'. 

Per la trasformazione delle funzioni Jacobiane di 2® ordine 
si ha in generale la formola (vedi pag. 81) 
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in cui r ed 8 devono soddisfare le congruenze 

r« s> = 0 , rp -1- s% = 0 (mod 2) 

(escluso il caso che siano entrambi eguali a zero) ed rap- 
presentano aJ solito colle differenze dei loro prodotti i numeri 
di trasformazione. Nella nostra quistione essendo 

a = ì ,p = 0,7 = \ ,^ = 2 

sarà 

r =8 = 1. 

Dal caso generale in cui è 

» = y = 1 (mod 2) 

« 

si ha 



Applicando queste formule generali, ponendo per i 

valori suddetti, si ha 


(1) M0„. \,Xz,k) eo,o(z,fe; 

(^) ®I10 ^ — ®no* (*)^) ìc~±JÌP 

6 
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Quindi dividendo e passando alle funzioni ellittiche 





M. 


\7,k) 


k ± ik' 




Ed essendo 


fc k{k — ik') . k(k — ik') k{k -f- ik) 

h-\-ik (k-\-ik') (k — ik') k* -+- A'* 1 

sarà 



Q.»(z.fe) Oo,o(g.fe) 

^.,o(’,k) ‘ 0„o(z,^) 


1 _ fe(fc _ 



9 

191 

9 

190 


(7,k) 


1 sn{z,k)dn(z,k) 

M 1 — k(k — ik') m\z , k) 


dunque 


(3) 


( z A 1 sn(z,k)dn{z,k) 

M ’ /“M r~ fc(fe - iV)sn'‘{z,k) 


Per determinare M, pongo nella (1) e (2) 

2~2 


ed essendo 
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si avrà 


M = 


Ma 


0 ... 



6.u( 

i-0 

Mo.ol 

U’‘> 

) 

(i-‘ 




’ (2 ’ (2 ’ 


1 

l^k' 


sostituendo, sarà 

k’U k-+- ik'i 
Per determinare >, pongo 

lì -|- iì' a) + »' 


e quindi 
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»..oV.fc) = 00.0*0»*=) fcX..'0.*=) 


A ili — 

0.,. 

(T-‘) 

_ 1 

®0'0 ( 

<co 4- co' \ 

t ’*) 

k! ili 


<(0 -+- co' , \ 

< i ’ V 


ikk' 


Per determinare queste funsioni 6, mi servo dell’ equazioni 
di addizione degli argomenti (pag. 62 della MonograOa del Betti). 
Ricordando che 


O.,o(O) = e.M(O) = 0o.o(O)=l 


c ponendo 


■ = w- 


'as -|- m' 

-~T~' 


dalle equazioni (16) e (11) della medesima pagina, per somma 
ricavo 

. . /lo + w' /w + w' ,\ /w + to' /co -f- co' ,\ 

A— 0,,o^ 2 ’ 2 ’ ^ J — 2Q,,o ^ ^ - , kj 

dalle (12) e (13) per somma 

r. * /co + co' . /co 4- co' , \ /co 4- co' \ /co I- co' \ 

0 — ®o.i^ 2 > 2 — 2o„,, ^ ^ ^ } k\ 

3 per differenza 

/co -I- co' \ . /co 4- co' , \ g . /co 4- co' \ /,.; _f. \ 

— 01)0^ 2 > 2 .*=^ — 200.0^ ^ ì ^ , Ay 
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dalle (20) o (21) 


/o + w' ,\ „ /w + to' ,\ ,/w-+-w' , /w + w' A 

Oi>u^ 2 — — 2 — — 20, ,0 ^ ^ »fcy®o»iy ^ > y 

nelle quali equazioni le quantità note, ed 

i loro valori trovansi a pag. 54 della medesima Monografia 
Ponendo per brevità 

®0»0 ^ ^ ~ ® 5 ®1’0 y » ®0II ^ ^ 


avremo 

A = IxSj * , B = 2z*ac* , C = 2x’w* , D = ly'z' 
le quali risolute danno 


z 


a 






U) -h lo 


»‘o ^ 


IO -t- lo 
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I valori di A,B,C,D sono 
1 


^ =i^y ? ' » =i^ /f ■ ^=i^- [f/i - y 


donde 


e quindi 



^-zAA' 
CD ~ 

*■’.( 

''w -f- w' , \ 

0„o( 

y“'.Ó ' 

Oo.ol 


O.nl 

r-y • 0 


Vikk'. 


E sostituendo, si ha 
1 


L 1/ j'tt'J k' + ik 


^ ikk 


k' ili \ 
e però la (3) diventa 

(C,) sn ( (k' + ik)z , = (fc' + ìfc)sn(z,fc) . dn{z,k) 

V fc' + ik/ ì — (A- — ik') ksn’(z,k) 

e dalle relazioni 

cnu~y 1 — sn^u , dnu = \^ 1 — A^sn^u 
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si ricavano le altre due 


(C.) 


cn j^(fc' + ih) 
dn j^(/c'-l-?fc) 


’2.Vikk''\_ cn(z,k) 

k'-\-iki~\~{k — ik')k8n‘{z,k) 

2 ylkk' i _ 1 — (fc + ik')ksn^(z,k) 
fc' -t-ifcJ l — {k — ik')k8n’‘ {z,k) 


Combinando queste tre equazioni (C,) , (C.) con le (E) , le 
quali servono a passare da funzioni con argomento immaginario 
a quelle con un argomento reale, si hanno facilmente delle altre 
che possono riuscire molto utili in quistioni di Meccanica e Fi- 
sica Matematica. 
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